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Аннотация. При описании математических моделей многих реальных процессов часто используются 

линейные алгебраические системы. В связи с этим важным является вопрос об устойчивости системы и обу-

словленности матрицы. В данной статье рассматривается плохо обусловленная матрица, связанная с не-

устойчивостью обратной матрицы. С применением пакета Microsoft Office Excel проведены расчёты, когда 

незначительные изменения плохо обусловленной матрицы приводят к существенному изменению обратной 

матрицы, а также значительному изменению решения системы с такой матрицей. Здесь представлена так-

же геометрическая интерпретация неустойчивой системы. 
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ON THE QUESTION OF MATRIX CONDITIONALITY AND STABILITY 

LINEAR ALGEBRAIC SYSTEMS  

 
Abstract. When describing mathematical models of many real processes, linear algebraic systems are often 

used. In this regard, the question of the stability of the system and the conditionality of the matrix is important. In this 

paper, we consider a poorly conditioned matrix associated with the instability of the inverse matrix. Using the Mi-

crosoft Office Excel package, calculations were performed when minor changes in a poorly conditioned matrix lead to 

a significant change in the inverse matrix, as well as a significant change in the solution of the system with such a ma-

trix. The geometric interpretation of the unstable system is also presented here. 
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Введение 

Математические модели достаточно широкого круга технических процессов описыва-

ются системами линейных алгебраических и дифференциальных уравнений. Матричное ис-

числение позволяет достаточно компактно описать и исследовать такие модели. Методы 

матричного исчисления и решения систем алгебраических линейных уравнений (САЛУ) 

находят многочисленные применения в математике [7]. Матричное исчисление играет суще-

ственную роль в прикладных задачах механики и электротехники, служит основой развития 

современных методов расчёта строительных конструкций [1], [5], [6], [7]. При исследовании 

таких моделей важным является вопрос об устойчивости системы и обусловленности матри-

цы. 

При описании модели важно получить систему, которая корректно описывает реальный 

процесс. Корректная постановка задачи означает, что решение непрерывно зависит от 

начальных условий, т.е., незначительные изменения, например, связанные с погрешностью 

округлений, не должны приводить к значительному изменению решения. Корректное описа-

ние линейной модели сохраняет существование и единственность решения задачи. Основной 

фактор, влияющий на устойчивость решения САЛУ – погрешность округлений при вычис-

лениях. Некорректные задачи часто сводятся к решению систем уравнений с плохо обуслов-

ленной матрицей [2], [3], [4]. В [2] приведена корректная постановка физической задачи, где 

в описании математической модели возникает плохо обусловленная матрица. В [2] приведен 

модельный пример электрической цепи. В этом примере используется описание цепи линей-



 
 

ной алгебраической системой. Приведённый здесь алгоритм имеет преимущества по сравне-

нию с другими методиками описания электрической цепи. 

В статье рассматриваются понятия обусловленности и устойчивости матриц. Приведе-

на геометрическая интерпретация неустойчивой системы. С применением пакета Microsoft 

Office Excel проведены расчёты, когда незначительные изменения плохо обусловленной мат-

рицы приводят к существенному изменению обратной матрицы, а также значительному из-

менению решения системы с такой матрицей.  

 

Обусловленность матрицы  

         Введём понятия устойчивости и обусловленности матрицы. Пусть A – неособенная 

матрица, т.е., её определитель 0A   и существует обратная матрица 1A .  Изменение эле-

ментов матрицы  A , очевидно, влечёт за собой изменение обратной матрицы. Характер из-

менения обратной матрицы определяет степень её обусловленности. 

Пусть при незначительных изменениях элементов матрицы A  соответствующие изме-

нения элементов обратной матрицы малы. Тогда матрица A  является хорошо обусловлен-

ной, а обратная матрица 1A  устойчивой. В сравнении с этим матрица плохо обусловлена, а 

обратная матрица неустойчива, если несущественные изменения элементов матрицы приво-

дят к значительному изменению обратной матрицы. 

Для линейной алгебраической системы с плохо обусловленной матрицей малые изме-

нения её элементов могут привести к значительному и некорректному изменению решения. 

Ошибочно считать, что определитель плохо обусловленной матрицы A  близок к нулю. Ос-

новное свойство: плохо обусловленная матрица остаётся такой же при умножении её на лю-

бое число, сколь угодно большое. Обусловленность матрицы часто связывают с произведе-

нием норм (определителей) взаимно обратных матриц. 

 

Интерпретация плохо обусловленной системы 

Отметим, что задача исследования и решения системы двух линейных уравнений до-

пускает следующую простую интерпретацию. С геометрической точки зрения уравнения 

определяют прямые. Тогда исследование решения системы характеризуется взаимным рас-

положением прямых на плоскости. Систему, имеющую единственное решение, можно ин-

терпретировать как совокупность двух пересекающихся прямых (рис.1а). Параллельные 

прямые определяют несовместную систему (рис. 1б). Неопределённой системе с бесчислен-

ным множеством решений соответствуют совпадающие прямые (рис. 1в). 

Каждый замечал, что чем ближе друг к другу две точки, по которым должна быть по-

строена прямая, тем больше может быть расхождение изображения этой прямой на значи-

тельном удалении от выбранных. Этот факт можно интерпретировать следующим образом: 

если прямые, соответствующие уравнениям системы, пересекаются под небольшим углом 

(система имеет единственное решение, а угловые коэффициенты прямых отличаются незна-

чительно, т.е. прямые почти параллельны (рис.1а), то система оказывается неустойчивой, 

плохо обусловленной. В этом случае незначительное изменение одной из прямых может су-

щественно изменить координаты точки пересечения, и, стало быть, решение системы. 

                       
а) прямые пересекаются                   б) прямые параллельны                      в) прямые совпадают 

 
Рис. 1. Геометрическая интерпретация линейной системы двух уравнений с двумя неизвестными 



 
 

 

 

Плохо обусловленная матрица и анализ решения линейной системы  

с применением пакета  Microsoft  Office  Excel 

Рассмотрим неособенную матрицу  A   с определителем  1A  , и к ней обратную мат-

рицу 1A  , 1 1A  : 
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В [7] обратная матрица найдена методом Гаусса (методом элементарных преобразова-

ний) ручным способом. Используя пакет Microsoft Office Excel, покажем, что эта матрица 

плохо обусловлена.  

Уменьшим элемент  11 5a    на   0,2%. Это изменение приводит к  матрице  1A : 
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Приведём обратную матрицу 1
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Результат нахождения обратной матрицы с применением пакета Excel представлен на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Уменьшение элемента  a11  матрицы   A.  Обратная матрица  A1
-1   

 



 
 

Сравнивая обратные матрицы  1A  и   1

1A   на рис. 2, видим существенную разницу 

между соответствующими элементами. Довольно-таки незначительное уменьшение только 

одного элемента  11a   на   0,2%   повлекло значительное увеличение всех элементов соответ-

ствующей обратной матрицы по абсолютной величине практически в 3 раза, т.е. на  200%. 

Для дальнейшего анализа рассмотрим изменение другого элемента матрицы  A ,  

например,  13 6a  на  0,1%.  

Результат вычисления обратной матрицы представлен на рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Увеличение элемента  a13  матрицы  A  на  0,1%. Обратная матрица  A2
-1 

 

 При этом изменился определитель матрицы: 2 0,89800A  . В этом случае изменение 

элементов обратной матрицы гораздо меньше. Собственно, изменение элемента данной мат-

рицы так же меньше, чем в первом случае (рис. 2). 

Рассмотрим теперь расчёты обратных матриц при изменении одного из элементов мат-

рицы  A   в меньшую и большую сторону.  

Увеличение элемента  42 7a    на   0,1%   и соответствующая обратная матрица приве-

дена на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Увеличение элемента  a42 = 7  матрицы  A  на 0,1%. Обратная матрица  A3
-1 

 



 
 

 

Уменьшение элемента 42 7a    матрицы A   на  0,1%  приводит к обратной матрице на 

рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Уменьшение элемента  a42 = 7  на   0,1%.  Обратная матрица   A4
-1 

 

Приведённые расчёты подтверждают, что исходная матрица A   плохо обусловлена. 

Анализ результатов вычислений в пакете Microsoft Office  Excel  показывает, что чем 

меньше изменения элементов исходной матрицы, тем меньше соответствующие изменения 

обратных матриц. 

Теперь рассмотрим решение линейной алгебраической системы с неособенной матри-

цей матричным методом:   
1AX B X A B   .        

Если матрица A  плохо обусловлена, то даже самые незначительные её изменения вы-

зывают довольно большие изменения решения системы  AX B . 

При решении системы численным методом выполняются многочисленные арифмети-

ческие операции, при которых неизбежны округления, что эквивалентно незначительным 

изменениям элементов   A . 

Стало быть, плохая обусловленность матрицы  A   линейной системы из-за округлений 

может привести к результатам, весьма далёким от истинных. Чтобы избежать подобной си-

туации, следует проводить расчёты с большей точностью, уменьшая диапазон ошибок 

округления. 

Так, в нашем примере изменение элемента  11 5a    на  0,2%  привело к изменению эле-

ментов обратной матрицы по модулю в 3 раза, что очень сильно влияет на решение системы. 

Например, для системы  AX B   с матрицей  A : 
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 Изменим столбец свободных членов  B   системы с той же матрицей на  0,3-0,5%.     

Тогда соответствующая система  1AX B ,  где  1
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Решение этой системы матричным методом с использованием пакета Excel приведено 

на рис. 6 в последнем столбце. 

 

 

 

Рис. 6.  Решение  системы  AX=B1  

 

Легко видеть, что изменение свободных членов системы  на   0,3-0,5% привело к значи-

тельному изменению решения (в 3-15 раз). Обратите внимание и на знаки значений  x . 

 На рис. 7 в последнем столбце представлено решение ещё одной системы  1 1A X B . 

 

 

 

Рис. 7.  Изменение матрицы   A   и  столбца  свободных   членов  B.  Решение системы   A1X=B1 

 



 
 

Анализ решения системы  1 1A X B   (рис. 2 и рис. 7) показывает, что с изменением сво-

бодных членов на  0,3-0,5% и изменением элемента  11a  на  0,2%   решение соответствующей 

системы с плохо обусловленной матрицей изменилось практически в  7 - 45 раз. 

 

Заключение 

Плохая обусловленность матрицы в описании математической модели на практике 

приводит к неустойчивости соответствующей линейной системы. 

Обычно матрица  A   задана не абсолютно точно, а получена из эксперимента в резуль-

тате расчётов, то есть с некоторой погрешностью. Если матрица  A   оказывается плохо обу-

словленной, то соответствующая линейная система AX B   оказывается неустойчивой, а её 

решение весьма грубым, а часто и не имеющим смысла. Это проблема связана c тем, что ко-

эффициенты системы известны c погрешностями. Для плохо обусловленной системы даже 

небольшая неточность в любом из коэффициентов может давать довольно большую неточ-

ность в решении. Действительно, небольшие изменения элементов матрицы   A ,  лежащие в 

пределах той погрешности, с которой эти элементы определены, могут вызвать настолько 

значительные изменения величины X , что сколько-нибудь правильное решение системы 

вообще не будет существовать. Такая большая неточность может даже привести к тому, что 

даже точное решение окажется бесполезным. 
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